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Dukazy



O
Dukazy
Matematika a matematické chdpadni jako takovée

je zalozeno na logické vystavbeé.

/Akladnimi stavebnimi prvky jsou definice, véty a

dukazy.

« Definice zavadéji nové pojmy, nedokazujeme
je.

- Véta popisuje vlastnosti objektl, vysvétluje
souvislosti mezi pojmy.

- Dukaz je logické vysvétleni, které vychdzi ze
zAkonU vyrokové logiky.



Dukazy

Z&kladnimi  ¢tyfmi  typy dokazU  vyuzivanymi v
matematice jsou:

- Dukaz primy

o vyroku ve tvaru implikace

o vyroku atomarniho

DUkaz neprimy

o vyroku ve tvaru implikace
DUkaoz sporem

o vyroku atomarniho

o Vvyroku ve tvaru implikace
e Dukaz pomoci matematické indukce



Dukazy

DUkaz primy pro tvrzeni ve tvaru implikace a = b:
« vyuzivime zakon o tranzitivité implikace.

Necht platfi ndsledujici implikace:

« zvyroku a vyplyva tvrzeni ¢4

« ztvrzeni c¢q vyplyva tvrzeni c,

« ztvrzeni c, vyplyva tvrzeni ¢z, atd.

« az nakonec ztvrzeni c,, vyplyva tvrzeni b.

Protoze jsou vsechny implikace pravdivé, logicky
spravne, musi z tvrzeni a vyplyvat takeé tvrzeni b.



Dukazy

Priklad: Dokazte, ze pro vSechna prirozend Cisla n
plati: Jestlize 2n + 3 je ndsobkem péti, pak také
7n — 12 je délitelné péti.

DUkaz:

Rozdil obou vyrazy (7n —12) — (2n+3) =5n—15je
nasobkem péti.

Je-li tedy vyraz 2n + 3 = 5t pro vhodné prirozené t,

paok 7n — 12 = 5t + 5n — 15 = 5s pro vhodné celé s.
Proto je tedy 7n — 12 také délitelné péti.



Dukazy

DUkaz pfimy pro atomdarni vyrok v:
« opéet vyuzivime zdkon o tranzitivité implikace

« pro dukaz vsak potfebujeme najit platné tvrzeni u, ze
kterého dany vyrok odvodime

« dany platny vyrok hleddme ekvivalentnimi Upravami
VYroku v

Necht plati nasledujici implikace:

« zplatného vyroku u vyplyva opét platné tvrzeni ¢y
« ztvrzeni c¢q vyplyva tvrzeni ¢y, atd.

« aznakonec ztvrzenic, vyplyva tvrzeni v.

Protoze jsou vSechny implikace pravdive, logicky spravné,
musi z platného tvrzeni u vyplyvat také tvrzeni v.



Dukazy

Priklad: Dokazte, ze pro vsechna redlnd Cisla x, y plati:

2 2
xX“+y 2x+y
2 2
Dukaz:

Ekvivalentnimi Upravami dostadvame postupné:
2 2 2
x“+y > (x + y)
2 2

x2+yz>x2+2xy+y2
2 o 4

2x% +2y?% = x? + 2xy + y?
x2—=2xy+vy2>0

(x—y)2=0.



Dukazy

Protoze vSechny provedené Upravy byly
ekvivalentni, vyplyva z platného tvrzeni
(x=y)*=0

platnhost vSech predchozich Uprav. Proto musi byt
nutné platné i puvodni tvrzeni

2 2
X< +y 2x+y.
2 2

N

Navic z Uprav také plyne, Zze ve vsech pripadech
soucasné nastava rovnost, a to jen pro volbu

X =Y.



Dukazy

DUkaz nepfimy pro tvrzeni ve tvaru implikace a = b:
« vyuzivime zakon o tranzitivité implikace

« misto puvodni implikace dokazujeme obménénou
implikaci, t]. tvrzeni =b = —a

Necht plati nasledujici implikace:

« zvyroku =b vyplyva tvrzeni cq

« ztvrzeni c¢q vyplyva tvrzeni ¢y, atd.

« aznakonec ztvrzenic, vyplyva tvrzeni —a.

Protoze jsou vsechny implikace pravdive, logicky spravne,
musi z tvrizeni =b vyplyvat také tvrzeni —a, a tedy puvodni
implikace a = b je stejné jako =b = —a pravdiva.



Dukazy

DUkaz sporem je kombinaci dukazu primého pro
atomdadrni vyrok v a nepfimého dUukazu.

Na zacdtku predpokldddme, ze dany vyrok
neplati, tj. plati tvrzeni —v. Postupnymi Upravami
(fetézec implikaci) dojdeme k nepravdivému
tvrzeni (ke sporu). Je-li vysledny vyrok nepravdivy,
musi byt nutné predpoklad kazdé z implikaci
nepravdivy, a tfedy nemuze byt spiInéna —w.

Proto je tedy v splneno.



Dukazy

Priklad: Dokazte, ze bodem M, ktery nelezi na primce p
Ize vést k teto primce jedinou kolmici.

DUkaz: Pfedpoklddejme, Zze takoveé kolmice jsou aspor
dvé. Jejich pruseciky (navzdjem ruzné) s pfimkou p
oznaCme A,B. DostGvame tak frojuhelnik ABM . V
tomto ’rrOJuheImku jsou vsak podle predpokladu dva
uhly prave, takze velikost tretino uhlu by musela byt 0°,
coz nelze. Dostali jsme tak SPOR. Negace tvrzeni je
tedy nepravdivd, a tedy puvodni tvrzeni plati.

Pozn.: Timto zpusobem jsme ukdzali, ze k pfimce Ize
vest nejvyse jednu kolmici. Existenci takoveé kolmice
umime prokdzat napr. geometrickou konstrukci.



Dukazy

Posledni dukazovd technika (uziti matematické
indukce) bude probrdna v semindri z matematiky,
resp. ve 4. rocniku v kapitole Posloupnosti.

Nezapomente!

Mame-li tvrzeni ve tvaru ekvivalence a & b, musime
dokazat oba smeéry implikace, tj. implikaci a=>b i
implikaci b = a.




Citace:

Priklady (neni-li uvedeno jinak) a formulace
definic jsou vlastni nebo vseobecné zndme,
pouze tematicky vychdzeji z ndsledujici
ucebnice:

BUSEK, Ivan a Emil CALDA. Matematika pro
gymnazia: zakladni poznatky. 3., upr. vyd.
Praha: Prometheus, 2001, 178 s. UCebnice pro
stredni Skoly (Prometheus). ISBN 978-807-1961-
468.



